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Il Quincunx fu introdotto da Sir Francis
Galton nel 1877 per 1 suoi studi di
Genetica: egli dimostro che le deviazioni
dalla media di alcune caratteristiche
ereditarie (come I’altezza) sono somma
di molte “invisibili” cause di disturbo e
che la legge della “deviazione genetica”
segue la legge della distribuzione
Normale.

I Tubo di Galton costituisce un utile
strumento per descrivere la distribuzione
binomiale.
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Le origini

Galton cerco di conciliare
un’evidenza empirica con il teorema del limite centrale

| |

la maggior parte delle misure le cause di disturbo di un oggetto
fisiche nella popolazione sotto sono molteplici ma tutte indipendenti
studio (come I’altezza di un uomo) (non esistono fattori dominanti)

si distribuivano normalmente
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Quincunx

Il dispositivo e caratterizzato da un piano
verticale nel quale 1 punti rossi
rappresentano dei chiodi perpendicolari al
piano (pin), e in basso sono fissate delle
celle di raccolta.

L’esperimento consiste nel lasciar cadere
delle palline (biglie) dal vertice del
‘triangolo’ formato dai chiodi. Ogni biglia
segue un percorso che e casualmente
determinato dagli urti contro 1 pin per finire
In  uno del compartimenti verticali
sottostanti.

Il quincunx € simmetrico, con I’asse di
simmetria rappresentato da una linea
verticale che passa per il chiodo di partenza.
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Quincunx

Le premesse dell’esperimento sono che gli
spazi fra i chiodi sono di poco maggiori
della biglia che cade, e che questa, nel suo
tragitto, compia un solo rimbalzo per riga,
con la sola possibilita di cadere a destra 0 a
sinistra del chiodo.

Sotto dette ipotesi possiamo affermare che
se le righe del sistema sono #, la biglia, per
arrivare in qualsiasi buca, dovra fare n urti
contro i chiodi.

Nell’apparato si puo inoltre notare che le
celle sono pari al numero delle righe
Incrementato di uno; questo significa che se
le righe sono =, le celle sono n+1, fattore
molto utile nei calcoli.
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Quincunx

Dall’imbuto viene fatto cadere un certo numero di biglie.

Ogni biglia segue un percorso che e casualmente
determinato dagli urti contro gli aghi (pin)
per finire in uno dei compartimenti verticali sottostanti.

La disposizione delle biglie alla base del dispositivo
richiama una curva normale.

|l termine Quincunx deriva dalla particolare
disposizione a quinconce degli aghi, in maniera
tale che fra due aghi di una riga venga a trovarsi
un solo pin nella riga successiva, ossia come la
disposizione del numero cinque espresso sulle
facce dei dadi, cosi definita.
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Quincunx

Simulazione

http://cirdis.stat.unipg.it/files/macchina_galton/macchina_galton/esperimento.htm
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Quincunx

1) Cosa succede se le biglie sono arrestate ad un livello

intermedio?

La disposizione delle biglie nel compartimento intermedio - - -
richiama ancora una curva normale meno dispersa

| SIS

2) Cosa succede se le biglie di un singolo compartimento
Intermedio sono lasciate libere?

Esse formeranno una “collinetta” simile alla curva normale
Immediatamente sotto il compartimento
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Quincunx

3) Cosa succede se tutte le biglie dei compartimenti o
Intermedi sono lasciate libere?

Spr

Si formeranno tante piccole “collinette” che aggregate
avranno una forma simile alla curva normale ottenuta T
senza stato intermedio
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Considerazioni statistiche

Ad ogni urto, la probabilita che la biglia subisca una e e
deviazione a sinistra (o a destra) e pari al 50%. i !
2

Se indichiamo con X; la v.a. deviazione subita dalla biglia alla j-esima riga:

X, =1se labiglia viene deviata a destra

X . ~ Bernoulliana (p =0,5 o : .
/ (P ) {Xj =0 se la biglia viene deviata a sinistra

Se indichiamo con Y la v.a. posizione finale occupata dalla biglia, essa sara
somma di » v.a. Bernoulliane 1.i.d.

Y = Z;Xf ~ Binomiale (n =righe di pins, p)
=

Una realizzazione di tale v.a. e il numero di deviazioni a sinistra (ovvero a
destra) subite dalla biglia.
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Test di adattamento del Chi-Quadrato

Il test del Chi-Quadrato rientra tra quelle tecniche d’inferenza statistica che non
richiedono ipotesi a priori sul tipo e sulle caratteristiche della distribuzione
(“distribution free’ 0 test non parametrici).

Esso consente di valutare se le differenze tra le frequenze assolute osservate O; di
elementi appartenenti alla categoria j e quelle attese E; (che ci si aspetta di
riscontrare In base alla teoria che assumiamo) siano il frutto di fisiologiche

fluttuazioni campionarie.

L’ipotesi nullaé:  H, ={Y éunav.a. Binomiale di parametro p}

La statistica utilizzata, fondata su N osservazioni, e la seguente:

K:Zm: (OJ_EJ)2
j=1 Ej

Per N sufficientemente elevato e sotto I’ipotesi nulla la statistica in esame tende a
distribuirsi secondo una »° con v=m-1g.d.l.
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Test di adattamento con parametro p noto

Test di adattamento alla Binomiale di parametro p = 0,5

Per la distribuzione Binomiale la pmf é:

Py(y){z]py(l—p)”

Essa esprime la probabilita della concomitanza di esattamente y successi su #
lanci (indipendentemente dal loro ordine di accadimento).

Nel caso dell’esperimento di Galton:

e n =righe di pin

* y =determinazioni di Y=y,

(j =1,2,..., n perché Y somma di » Bernoulliane; d’altra parte, siccome la v.a.
Bernoulliana puo assumere solo valori ‘0’ e “1’, la v.a. Binomiale definita come
somma di » v.a. Bernoulliane, puo assumere valori da ‘0’ a ‘n’).
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Test di adattamento con parametro p noto

Inoltre la media di Y rappresentera la frequenza attesa degli elementi che
ricadono nella categoria j-esima:

E]{Y}:PY(y])N

Dove N e la dimensione del campione che, nel caso specifico, e rappresentato
dal numero totale di biglie raccolte sul fondo del dispositivo di Galton.

ESEMPIO:
" Y~ Bin (n,p) 9 1 :
p=05 P,(y,)=| . |0.5'1~0,5)° =0,0176
N =9 1| 1
N =100 E,=0,0176:100=1,76
.
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Risultati della simulazione del tubo di Galton
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Test di adattamento con parametro p noto

0 1 0,20 0,80 0,65 3,32 i Pdf di camplclmamento IChl-Quadrlato

1 3 1,76 1,24 1,54 0,88 ol

2 8 7,03 0,97 0,94 0,13 '

3 14 16,41 2,41 5,79 0,35 oer

4 23 24,61 -1,61 2,59 0,11 T 006}

5 25 24,61 0,39 0,15 0,01 ol

6 15 16,41 -1,41 1,98 0,12

7 8 7,03 0,97 0,94 0,13 |

8 3 1,76 1,24 1,54 0,88 ot e —

9 0 0,20 -0,20 0,04 0,20 3 0.9
Totale 100 6’1 2 Cdf di campionamento Chi-Quadrato

1-2=0.95 | ' ' '
0.8F
K 6,12 K (0,95; 9) 16,92 p-value 0,73

06

Cdf

04r

02r

0

a 5] 10 15 o 20 25
0.95

Poiche K < K (0,95;9), ovvero p-value > a = 0,05, non e possibile rigettare
I'ipotesi nulla H, e, pertanto, si conclude che le differenze riscontrate non sono
altro che il frutto di fluttuazioni campionarie.
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VALORI DEI PERCENTILI
perla
DISTRIBUZIONE DELLA VARIABILE
CASUALE CHI-QUADRATO i
con » gradi di liberta ol
(area ombreggiata = p)

v 13,995 Zg.w Zé.qu Iﬁ,es ?.’3.90 Z(z:o.?s Zg.so J‘.’%.zs X%,m Zé.os Z%.ozs 13.01 Zé.oos
1 “7,88 6,63 502 38 271 1,32 0455 0,102 0,0158 0,0039 0,0010 0,0002 0,0000
2 106 921 738 599 461 2,77 1,39 0575 0211 0,103 00506 00201 0,0100
3 128 113 935 781 625 4,11 237 121 0584 0352 0216 0115 0072
4 149 13,3 11,1 949 778 539 336 1,92 106 0711 0484 0297 0.207
5 16,7 151 12,8 11,1 924 6,63 4,35 267 1,61 1,15 0831 0,554 0412
6 185 168 144 126 10,6 7,34 535 345 220 1,64 124 0872 0676
7 203 185 160 14,1 120 9,04 76,35 425 283 217 1,69 1,24 0,989
8 | 220 201 175 155 134 102 7,34 507 349 273 2,18 1,65 1,34
9 | 236 217 190 147 114 834 590 417 333 270 2,09 1,73
10 252 232 205 183 160 125 934 674 487 394 325 256 216
11 268 247 219 197 173 13,7 10,3 7,58 5,58 457 382 305 2,60
12 283 262 233 210 185 148 11,3 844 630 523 440 3,57 3,07
13 298 27,7 247 224 198 160 123 930 7,04 589 501 4,11 3,57
14 31,3 29,1 261 237 21,1 17,1 13,3 102 1,79 657 563 466 4,07
15 328 306 275 250 223 182 143 110 855 726 626 523 4,60
16 343 320 288 263 235 194 153 119 931 796 691 5,81 5,14
17 357 334 302 276 248 205 163 128 10,1 8,67 7,5 64l 5,70
18 372 348 31,5 289 260 21,6 .17,3 13,7 109 939 823 7,01 6,26
19 38,6 362 329 301 272 227 183 146 11,7 10,1 8,91 763 6,84
20 40,0 376 342 314 284 238 193 155 124 10,9 959 826 743
21 414 389 355 327 296 249 203 163 132 11,6 10,3 890 8,03
22 428 403 368 339 308 260 21,3 17,2 140 12,3 11,0 954 864
23 42 41,6 381 352 320 271 223 18,1 148 13,1 11,7 10,2 9,26
24 456 430 394 364 332 282 233 190 157 13,8 12,4 10,9 9,89
25 469 443 406 37,7 344 293 243 199 16,5 14,6 13,1 11,5 10,5
26 483 456 419 389 356 304 253 208 173 154 * 1338 12,2 11,2
27 496 470 432 401 367 31,5 263 21,7 181 16,2 146 129 11,8
28 51,0 483 44,5 413 379 326 273 227 189 16,9 15,3 13,6 12,5
29 523 49,6 457 426 39,1 337 -283 336 198 17,7 16,0 14,3 13,1
30 53,7 509 470 438 403 348 293 245 206 18,5 16,8 15,0 13,8
40 66,8 63,7 593 558 51,8 456 393 337 291 26,5 244 222 20,7
50 795 762 714 675 632 563 493 429 37,7 348 324 297 280
60 920 834 833 791 744 670 593 523 465 432 40,5 375 355

70 | 1042 1004 950 905 855 776 693 617 553 SI7T 488 454 433
80 | 1663 1123 1066 1019 966 88,1 793 711 643 604 572 535 512
90 | 1283 1241 1181 1131 107.6 98,6 893 806 733 69,1 656 618 592
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Confronto grafico tra le frequenze assolute

Confronto fra le frequenze assolute osservate e le
frequenze assolute attese

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m Frequenze assolute osservate O] B Frequenze assolute attese Ej

Il risultato del test avvalora con evidenza statistica I’ipotesi fatta riguardo alla
natura aleatoria degli scostamenti rilevabili (vedi grafico) tra le frequenze
assolute osservate e quelle attese.

E pera doveroso ricordare che, a valle del risultato del test, si corre comunque
un rischio, seppur molto contenuto, nel non imputare la presenza di tali
scostamenti all’effetto di causa deterministica a noi ignota.
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